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Àííîòàöèÿ
Äà¼òñÿ ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â òåõíèêó ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà.

Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü óòâåðæäåíèÿ áóäòî â ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ìåòðèêà
ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé èìååò òàêîé âèä:

ds2 = c2dt2 −

dx− at√

1 + a2t2

c2

dt




2

− dy2 − dz2, (1)

à âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà òàêîé:

ds2 = c2dt2 − dr2 − (dϕ− Ω dt)2 − dz2. (2)

Ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ îøèáî÷íû. Â äàííîì ñëó÷àå ìåòðèêè çàïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äâèæó-
ùèõñÿ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì, òîëüêî è âñåãî. Ñìåíû ñèñòåìû îòñ÷¼òà íåò.

Ñèñòåìû îòñ÷¼òà è ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèñòåìà îòñ÷¼òà è ñèñòåìà êîîðäèíàò � ðàçíûå âåùè.
Âîò, íàïðèìåð, êîãäà ïèøóò

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (3)
òî òåì ñàìûì çàäàþò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ñèñòåìà êîîðäèíàò � ýòî ñïîñîá ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïåðåíóìåðîâàíû (â äàííîì ñëó÷àå âñå) òî÷-
êè ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü åù¼ è ñèñòåìó îòñ÷¼òà íåîáõîäèìî â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé çàäàòü ÷åòûðå âåêòîðà � áàçèñíûõ íàïðàâëåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Êîíå÷íî, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïî óìîë÷àíèþ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, �îáû÷íûé� âåêòîðíûé
áàçèñ:

e0 =
1
c

∂

∂t
, e1 =

∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
, (4)

è �îáû÷íûé� êî-âåêòîðíûé áàçèñ:

θ0 = c dt, θ1 = dx, θ2 = dy, θ3 = dz. (5)

Âîò ýòè-òî áàçèñíûå (êî-)âåêòîðíûå ïîëÿ è çàäàþò ñèñòåìó îòñ÷¼òà. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå
îíè òðèâèàëüíû, òî î íèõ çàáûâàþò âîâñå. Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè èíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, èìåííî
(êî-)âåêòîðíûé áàçèñ è íóæíî ïîñòðîèòü â ïåðâóþ î÷åðåäü. Òîëüêî ïîñëå òîãî êàê òàêîé áàçèñ áóäåò
ïîñòðîåí, ìîæíî áóäåò çàäóìàòüñÿ î ââåäåíèè â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
òàêîé, ÷òîáû âåêòîðû íîâîãî áàçèñà áûëè áû êàñàòåëüíûìè ê �îñÿì� íîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòå-
ìû (èëè, õîòÿ áû, ñîíàïðàâëåíû èì). Íî ýòî äàëåêî íå âñåãäà âîçìîæíî! Åñëè äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû êî-âåêòîðíîãî áàçèñà íå ïðåäñòàâèìû (ñ ïîìîùüþ êàêèõ ëèáî èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòå-
ëåé) â âèäå ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ, òî íîâóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ââåñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì.

∗http://elementy.ru/blogs/users/SergeyGubanov/
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Êàê ñòðîèòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà? Òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíîãî áàçèñà äîâîëüíî ïðîñòà. Íà-
÷èíàþò ñ âåêòîðíîãî ïîëÿ e0. Îíî çàäà¼ò â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé âðåìåíèïîäîáíûé
âåêòîð � íàïðàâëåíèå óâåëè÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äâèæóùåãîñÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà (ïðîá-
íîé ÷àñòèöû). Åãî êîìïîíåíòû ðàâíû dxµ/ds � êîìïîíåíòàì êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ìèðîâîé ëèíèè
äâèæóùåéñÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó ÷àñòèöû. Ñ÷èòàåòñÿ ÷òî åñòü êîíòèíóóì ïðîáíûõ ÷àñòèö. Òàêèì îá-
ðàçîì, â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé îïðåäåë¼í ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè
dxµ/ds, à â öåëîì çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå e0. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè, äîñòðà-
èâàþòñÿ åù¼ òðè âåêòîðíûõ ïîëÿ e1, e2 è e3.

Íåìíîæêî ôîðìóë. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïðèìåðàì, ïðèâåä¼ì íåìíîæêî ñïðàâî÷íûõ ôîðìóë.
Îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðíîãî è êî-âåêòîðíîãî áàçèñîâ:

ea ≡ eµ
a

∂

∂xµ
, (6)

θa ≡ θa
µdxµ. (7)

Ìåòðèêà:
ds2 = gµν dxµdxν = ηabθ

aθb ≡ (
θ0

)2 − (
θ1

)2 − (
θ2

)2 − (
θ3

)2
. (8)

Îðòîíîðìèðîâàííîñòü:

gµνeµ
aeν

b = ηab, (9)
ηabθ

a
µθb

ν = gµν , (10)
eµ
aθa

ν = δµ
ν , (11)

θa
µeµ

b = δa
b . (12)

Òî åñòü, ìàòðèöà θa
µ ðàâíà òðàíñïîíèðîâàííîé îáðàòíîé ìàòðèöå eµ

a .

Ïðèìåð 1. Ïåðåõîä èç îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà â äðóãóþ. Ïóñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå ñîáûòèé çàäàíà äåêàðòîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (13)

Åù¼ çàäàíà íåïîäâèæíàÿ (èíåðöèàëüíàÿ) ñèñòåìà îòñ÷¼òà ñ áàçèñîì

e0 =
1
c

∂

∂t
, e1 =

∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
. (14)

Îòíîñèòåëüíî íå¼, ïî íàïðàâëåíèþ e1 (òî åñòü âäîëü îñè x) ïî çàêîíó

dx

dt
= V (15)

äâèæåòñÿ êîíòèíóóì ïðîáíûõ òåë. Íàì íàäî ïîñòðîèòü ñèñòåìó îòñ÷¼òà ñîïóòñòâóþùóþ ýòèì òåëàì.
Ñíà÷àëà íàõîäèì ÷åìó ðàâåí äèôôåðåíöèàë ds äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû:

ds = c dt

√
1− V 2

c2
. (16)

Òåïåðü íàõîäèì êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû:

d(ct)
ds

=
1√

1− V 2

c2

,
dx

ds
=

1√
1− V 2

c2

V

c
,

dy

ds
= 0,

dz

ds
= 0. (17)

Çíà÷èò, âåêòîðíîå ïîëå e′0 òàêîå:

e′0 =
1√

1− V 2

c2

(
e0 +

V

c
e1

)
. (18)
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Ñòðîèì îðòîãîíàëüíûå ê íåìó (è äðóã ê äðóãó) âåêòîðíûå ïîëÿ e′1, e′2 è e′3, ïîëó÷àåì:

e′1 =
1√

1− V 2

c2

(
V

c
e0 + e1

)
, e′2 = e2, e′3 = e3. (19)

Ñîáñòâåííî, îïðåäåëåíèå ïîëåé e′1, e′2 è e′3 äîâîëüíî ïðîèçâîëüíî, ìû âûáðàëè òàêîå ñîîòâåòñòâèå,
êîòîðîå ïðè V → 0 ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííûì. Òåïåðü, íàõîäèì θa

µ � òðàíñïîíèðîâàííóþ îáðàòíóþ
ìàòðèöó ê eµ

a . Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì êî-âåêòîðíîãî áàçèñà ïîëó÷àåì:

θ′0 =
1√

1− V 2

c2

(
θ0 − V

c
θ1

)
, θ′1 =

1√
1− V 2

c2

(
−V

c
θ0 + θ1

)
, θ′2 = θ2, θ′3 = θ3. (20)

Âîò è âñ¼!!! Ñîïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïîñòðîåíà. Íè÷åãî áîëüøå äåëàòü íå íàäî. Âñ¼ ãîòîâî!!!
È âîò òåïåðü, óæå ïîñëå òîãî êàê ñîïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïîëíîñòüþ ïîñòðîåíà, íàì íà

óì ìîæåò ïðèäòè ìûñëü ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, òàêóþ ÷òîáû
áàçèñíûå âåêòîðû e′a áûëè êàñàòåëüíûìè ê å¼ êîîðäèíàòíûì îñÿì (èëè, õîòÿ áû, ñîíàïðàâëåíû
èì). Äëÿ ââåäåíèÿ òàêèõ êîîðäèíàò íàäî ÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû θ′a ìîæíî áûëî áû
ïðåäñòàâèòü (áûòü ìîæåò èñïîëüçóÿ êàêèå-ëèáî èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëè) êàê ïîëíûå äèôôå-
ðåíöèàëû ýòèõ ñàìûõ íîâûõ êîîðäèíàò. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâîçìîæíî, íî â äàííîì � ìîæíî. Â
äàííîì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ââåñòè íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
{ct′, x′, y′, x′} òàêóþ, ÷òî:

θ′0 = c dt′, θ′1 = dx′, θ′2 = dy′, θ′3 = dz′. (21)

Ïðè ýòîì, ñâÿçü íîâûõ êîîðäèíàò ñî ñòàðûìè îêàçûâàåòñÿ òàêîé:

c t′ =
1√

1− V 2

c2

(
c t− V

c
x

)
, x′ =

1√
1− V 2

c2

(x− V t) , y′ = y, z′ = z. (22)

Äà. Äà. Äà. Ýòî îáû÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Òîëüêî ìû åãî âûâåëè î÷åíü çàóìíûì ñïîñîáîì.
Çàòî òåïåðü ìû çíàåì êàê íàäî ñòðîèòü ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïðèìåð 2. Ïåðåõîä â ðàâíîóñêîðåííóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà. Âñ¼ òîæå ñàìîå êàê è â ïåðâîì
ïðèìåðå, òîëüêî òåïåðü ñêîðîñòü äâèæóùèõñÿ òåë íå ïîñòîÿííà, à ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó:

dx

dt
= V (t) =

at√
1 + a2t2

c2

, (23)

(ïðè ýòîì â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ýòè ÷àñòèöû óñêîðÿþòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a).
Ïðîäåëûâàÿ òîæå ñàìîå, ÷òî è â ïåðâîì ïðèìåðå, ïîëó÷àåì:

θ′0 =
1√

1− V 2(t)
c2

(
θ0 − V (t)

c
θ1

)
, θ′1 =

1√
1− V 2(t)

c2

(
−V (t)

c
θ0 + θ1

)
, θ′2 = θ2, θ′3 = θ3. (24)

È îïÿòü, íà ýòîì ìîæíî ñêàçàòü: �Âñ¼, ñîïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïîñòðîåíà�. Íî ìû õîòèì,
åù¼ è ñèñòåìó êîîðäèíàò ïîìåíÿòü. Äàâàéòå ïîïðîáóåì. Òàê êàê ïîëå ñêîðîñòåé V (t) òåïåðü íå ïî-
ñòîÿííîå, òî äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû θ′0 è θ′1 ïîëíûìè äèôôåðåíöèàëàìè òåïåðü íå ÿâëÿþòñÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñèñòåìû êîîðäèíàò ê êîîðäèíàòíûì îñÿì êîòîðîé âåêòîðû e′0 è e′1
áûëè áû êàñàòåëüíûìè (âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé). Îäíàêî, åù¼ íå âñ¼ ïîòåðÿíî. Îêà-
çûâàåòñÿ ìîæíî ââåñòè òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, äëÿ êîòîðîé âåêòîðû e′0 è e′1 áóäóò ñîíàïðàâëåíû
êàñàòåëüíûì âåêòîðàì êîîðäèíàòíûõ îñåé. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî âîçìîæíî ïîòîìó, ÷òî äèôôåðåí-
öèàëüíûå ôîðìû θ′0 è θ′1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ äîìíîæèâ èõ íà
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûå èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëè. Ðàçóìååòñÿ, ýòè ìíîæèòåëè ïîòîì
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âîéäóò â ìåòðè÷åñêèé òåíçîð çàïèñàííûé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Íîâûå êîîðäèíàòû ââîäèì òàê:

V (t) dt′(t, x)√
1− V 2(t)

c2

=
1√

1− V 2(t)
c2

(
c dt− V (t)

c
dx

)
, (25)

dx′(t, x)√
1− V 2(t)

c2

=
1√

1− V 2(t)
c2

(dx− V (t)dt) , (26)

dy′ = dy, (27)
dz′ = dz. (28)

Äëÿ t > 0 (íîâûå êîîðäèíàòû íå ïîêðûâàþò âñåãî ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé!!!) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåì:

c t′ =
c2

a




√
1 +

a2t2

c2
+ ln




at
c

1 +
√

1 + a2t2

c2





− x, (29)

x′ = x− c2

a

√
1 +

a2t2

c2
, (30)

y′ = y, (31)
z′ = z. (32)

Íàîáîðîò:

t =
c

a

1
sinh

(
a
c2 (c t′ + x′)

) , (33)

x =
c2

a
coth

( a

c2
(c t′ + x′)

)
, (34)

y = y′, (35)
z = z′. (36)

Îêîí÷àòåëüíî, ìåòðèêà ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 =
c2dt′2

sinh2
(

a
c2 (c t′ + x′)

) − coth2
( a

c2
(c t′ + x′)

)
dx′2 − dy′2 − dz′2. (37)

Âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé èç óñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà íå âèäíî.
Èìåííî ìåòðèêà (37), à íå ìåòðèêà (1) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé

âèäèìîãî èç ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïðèìåð 3. Ïåðåõîä âî âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷¼òà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé çà-
äàíà öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

ds2 = c2dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dz2. (38)

Åù¼ çàäàíà íåïîäâèæíàÿ (èíåðöèàëüíàÿ) ñèñòåìà îòñ÷¼òà ñ áàçèñîì

e0 =
1
c

∂

∂t
, e1 =

∂

∂r
, e2 =

1
r

∂

∂ϕ
, e3 =

∂

∂z
. (39)

Îòíîñèòåëüíî íå¼, ïî íàïðàâëåíèþ e2 (òî åñòü âäîëü óâåëè÷åíèÿ óãëà ϕ) ïî çàêîíó

dϕ

dt
= Ω (40)

âðàùàåòñÿ êîíòèíóóì ïðîáíûõ òåë. Íàì íàäî ïîñòðîèòü ñèñòåìó îòñ÷¼òà ñîïóòñòâóþùóþ ýòèì
òåëàì. Ñíà÷àëà íàõîäèì ÷åìó ðàâåí äèôôåðåíöèàë ds äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû:

ds = c dt

√
1− V 2

c2
, (41)
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çäåñü V ≡ Ω r. Òåïåðü íàõîäèì êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû:

d(ct)
ds

=
1√

1− V 2

c2

,
dr

ds
= 0,

dϕ

ds
=

1√
1− V 2

c2

Ω
c

,
dz

ds
= 0. (42)

Çíà÷èò, âåêòîðíîå ïîëå e′0 òàêîå:

e′0 =
1√

1− V 2

c2

(
e0 +

V

c
e2

)
. (43)

Ñòðîèì îðòîãîíàëüíûå ê íåìó (è äðóã ê äðóãó) âåêòîðíûå ïîëÿ e′1, e′2 è e′3, ïîëó÷àåì:

e′1 = e1, e′2 =
1√

1− V 2

c2

(
V

c
e0 + e2

)
, e′3 = e3. (44)

Òåïåðü, íàõîäèì θa
µ � òðàíñïîíèðîâàííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó ê eµ

a . Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
êî-âåêòîðíîãî áàçèñà ïîëó÷àåì:

θ′0 =
1√

1− V 2

c2

(
θ0 − V

c
θ2

)
, θ′1 = θ1, θ′2 =

1√
1− V 2

c2

(
−V

c
θ0 + θ2

)
, θ′3 = θ3. (45)

Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ïîñòðîåíà. Áîëüøå íè÷åãî ñäåëàòü íåëüçÿ, òàê êàê äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ôîðìà

θ′0 =
1√

1− Ω2r2

c2

(
c dt− Ω r2

c
dϕ

)
(46)

íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà (íè ñ êàêèì èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì), òî åñòü
íåâîçìîæíî ââåñòè íåêóþ �âðåìåíèîáðàçíóþ� ïåðåìåííóþ t′ êîòîðàÿ áû íóìåðîâàëà ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè ïîñòîÿííîãî âðåìåíè t′ = const.

Ðàññòîÿíèÿ. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî òðåõìåðíîå (ôèçè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòüþ ïîñòîÿííîãî âðåìåíè t = const â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé. Êàê ìû òîëüêî ÷òî
ïîêàçàëè íà ïðèìåðå âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà, òàêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü t = const îïðåäåëèòü
äàëåêî íå âñåãäà âîçìîæíî. Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñëåäóåò ðàñøè-
ðèòü ïîíÿòèå òð¼õìåðíîãî (ôèçè÷åñêîãî) ïðîñòðàíñòâà ñ ãèïåðïîâåðõíîñòè çàäàâàåìîé àëãåáðàè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì t = const, íà íåêèé äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò (ÿ íå çíàþ, åñòü
ëè äëÿ íåãî ó ìàòåìàòèêîâ ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå) êàê-òî îáîçíà÷àåìûé îäíîé ëèøü äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñâÿçüþ:

θ0 = 0. (47)
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà θ0 ïðîïîðöèîíàëüíà äèôôåðåíöèàëó dt äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü (47)
ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íîå t = const. Äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà, êàê ýòî âèäíî èç (46)
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü òàêîâà:

c dt− Ω r2

c
dϕ = 0. (48)

Òàêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñâÿçü íåëüçÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü, íî îíà åñòü è âûäåëÿåò â ïðîñòðàí-
ñòâå ñîáûòèé ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé:

θ0 = 0, (49)
d`2 =

(
θ1

)2
+

(
θ2

)2
+

(
θ3

)2
. (50)

Ìåòðèêà d` è îïðåäåëÿåò ôèçè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ (èçìåðÿåìûå ëèíåéêîé) â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
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Ïîëó÷èì, íàïðèìåð, ðàññòîÿíèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Âûïèñûâàåì ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé:

c dt− Ω r2

c
dϕ = 0, (51)

d`2 = dr2 +


r dϕ− Ω r dt√

1− Ω2r2

c2




2

+ dz2. (52)

Âûðàæàåì dt èç ïåðâîé ñâÿçè è ïîäñòàâëÿåì å¼ âî âòîðóþ, ïîëó÷àåì:

d`2 = dr2 +
(

1− Ω2r2

c2

)
r2dϕ2 + dz2. (53)

Ñëåäóåò åù¼ ðàç íàïîìíèòü, ÷òî êîîðäèíàòû è ñèñòåìà îòñ÷¼òà � ýòî ðàçíûå âåùè, â ýòîé ôîðìóëå
êîîðäèíàòû r, ϕ è z � ýòî òå æå ñàìûå êîîðäèíàòû, ÷òî è â ôîðìóëå (38), òî åñòü ýòî òå æå ñàìûå
êîîðäèíàòû, êîòîðûå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà îïðåäåëÿþò å¼ ìåòðèêó:

d`20 = dr2 + r2dϕ2 + dz2. (54)

Íàïðèìåð, åñëè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äëèíà äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ðàâíà `0, òî
âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà îíà êîðî÷å: ` = `0

√
1− Ω2R2

c2 , ýòî îáû÷íîå ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå
äëèíû.

Êîíåö. Êàê âèäèòå, íè÷åãî ñëîæíîãî â òåõíèêå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà íåò. Ñàìîå ñòðàøíîå
çäåñü ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî ñ ïîïûòêîé íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèè íåèíòåãðèðóåìûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñâÿçåé ïðè îïðåäåëåíèè òð¼õìåðíîé ìåòðèêè.
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