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Àííîòàöèÿ

Íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ÎÒÎ ñ ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâåííûì

ñå÷åíèåì ñ ó÷¼òîì ëÿìáäà ÷ëåíà è èäåàëüíîé ïûëè. Ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà, Ôðèä-

ìàíà è äå Ñèòòåðà è âñå âîçìîæíûå èõ êîìáèíàöèè äðóã ñ äðóãîì ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè

ñëó÷àÿìè îáùåãî ðåøåíèÿ.

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèé ÎÒÎ ñ ëÿìáäà ÷ëåíîì Λ = 4
3
λ2 è Ôðèäìàíîâñêîé èäåàëüíîé

ïûëüþ â ïðàâîé ÷àñòè:

Gµν −
4

3
λ2gµν =

8πk

c4
TDust

µν (1)

Ìåòðèêà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà è çàâèñèò âñåãî îò îäíîé ôóíêöèè V (t, r):

ds2 = dt2 − (dr − V dt)2 − r2dθ2 − r2 sin(θ)2dϕ2 (2)

Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà:

Gtt = −V
r2

(
V 3 − 2rV ′(1− V 2) + V (2rV̇ − 1)

)
, (3)

Gtr =
2V

r2

(
rV̇ +

1

2

(
rV 2

)′)
, (4)

Grr = − 2

r2

(
rV̇ +

1

2

(
rV 2

)′)
, (5)

Gθθ = −r
(
rV̇ +

1

2

(
rV 2

)′)′

, (6)

Gϕϕ = −r sin(θ)2
(
rV̇ +

1

2

(
rV 2

)′)′

. (7)

Òî÷êîé è øòðèõîì îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t è ïî r ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó èäåàëüíàÿ ïûëü íå èìååò Ëàãðàíæèàíà å¼ ó÷¼ò îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðåøàþòñÿ �tr�, �rr�, �θθ� è �ϕϕ� óðàâíåíèÿ. Äëÿ íèõ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà
íóëþ. Òî ÷òî ïîëó÷èëîñü äëÿ ëåâîé ÷àñòè �tt� óðàâíåíèÿ îáúÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè
èäåàëüíîé ïûëè.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �tr�, �rr�, �θθ�, �ϕϕ� óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ âñåãî ê îäíîìó óðàâíåíèþ:

V̇ +
1

2r

(
rV 2

)′
=

2

3
λ2r (8)

Îáùåå ðåøåíèå äëÿ V (t, r) ìîæíî çàïèñàòü â íåÿâíîì âèäå:

F

(√
r

(
cosh(λt)V − 2λr

3
sinh(λt)

)
,
√
r

(
sinh(λt)V − 2λr

3
cosh(λt)

))
= 0. (9)

Çäåñü F (α, β) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ñëó÷àþ λ = 0 ñîîòâåòñòâóåò [1]

F

(√
rV,
√
r

(
V t− 2r

3

))
= 0. (10)

Äàëåå ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà. Âûáîð F (α, β) = α±
√

2kM è óñòðåìëåíèå ëÿìáäà ÷ëåíà ê
íóëþ â ðåçóëüòàòå äà¼ò

V = ±
√

2kM

r
, (11)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ Øâàðöøèëüäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ïýíëåâý. Åñëè íå óñòðåì-
ëÿòü ëÿìáäà ÷ëåí ê íóëþ, òî ïîëó÷àåòñÿ

V =
2

3
λr tanh(λt)±

√
2kM̃(t)

r
, M̃(t) =

M

cosh2(λt)
. (12)

Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt = ± 2λ

3r cosh2(λt)

(
∓2λr + 3 sinh(λt)

√
2kM

r

)
. (13)

Ðåøåíèå Ôðèäìàíà. Âûáîð F (α, β) = β è óñòðåìëåíèå ëÿìáäà ÷ëåíà ê íóëþ â ðåçóëü-
òàòå äà¼ò

V =
2r

3t
, (14)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ Ôðèäìàíà. Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò åãî ìîæíî ïðè-
âåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

ds2 = dt2 −
(
t

T

)4/3 (
dr2 + r2dθ2 + r2 sin(θ)2dϕ2

)
. (15)

Åñëè íå óñòðåìëÿòü ëÿìáäà ÷ëåí ê íóëþ, òî ïîëó÷àåòñÿ

V =
2

3
λr coth(λt). (16)

Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt =

4λ2

3 sinh2(λt)
. (17)
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Ðåøåíèå äå Ñèòòåðà. Âûáîð F (α, β) = α + β äà¼ò

V =
2

3
rλ, (18)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ äå Ñèòòåðà. Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò åãî ìîæíî ïðè-
âåñòè ê îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ:

ds2 = dt2 − exp

(
4

3
λt

)(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin(θ)2dϕ2

)
. (19)

ds2 =

(
1− 4

9
λ2r2

)
dt2 − dr2

1− 4
9
λ2r2

− r2dθ2 − r2 sin(θ)2dϕ2. (20)

Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt = 0. (21)

Êîìáèíàöèÿ ðåøåíèéØâàðöøèëüäà è äå Ñèòòåðà. Âûáîð F (α, β) = α2−β2−2kM
äà¼ò

V = ±
√

2kM

r
+

4

9
λ2r2, (22)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷¼ðíîé/áåëîé äûðå â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà. Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå
êîîðäèíàò åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

ds2 =

(
1− 2kM

r
− 4

9
λ2r2

)
dt2 − dr2

1− 2kM
r
− 4

9
λ2r2

− r2dθ2 − r2 sin(θ)2dϕ2. (23)

Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt = 0. (24)

Êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé Øâàðöøèëüäà è Ôðèäìàíà. Âûáîð F (α, β) = β ∓ λ
√

2kQ
è óñòðåìëåíèå ëÿìáäà ÷ëåíà ê íóëþ äà¼ò [2]

V =
2r

3t
±
√

2kM(t)

r
, M(t) =

Q

t2
, (25)

÷òî ïðè r � t ïåðåõîäèò â ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà ñ ïåðåìåííîé ìàññîé, à ïðè r � t
ïåðåõîäèò â ðåøåíèå Ôðèäìàíà. Åñëè íå óñòðåìëÿòü ëÿìäà ÷ëåí ê íóëþ, òî ïîëó÷àåòñÿ

V =
2

3
λr coth(λt)±

√
2kM(t)

r
, M(t) =

Qλ2

sinh2(λt)
. (26)

Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt =

4λ2

3 sinh2(λt)

(
1± 3

2
cosh(λt)

√
2kQ

r3

)
. (27)

Êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé Ôðèäìàíà è äå Ñèòòåðà. Âûáîð F (α, β) = Aα+Bβ äà¼ò [3]

V =
2λr

3

A sinh(λt) +B cosh(λt)

A cosh(λt) +B sinh(λt)
. (28)

Ïðè A = B ýòî ðåøåíèå ïåðåõîäèò â ðåøåíèå äå Ñèòòåðà, à ïðè A = 0 è ðàâíîì íóëþ
ëÿìáäà ÷ëåíå îíî ïåðåõîäèò â ðåøåíèå Ôðèäìàíà. Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt =

4λ2 (B2 − A2)

3 (A cosh(λt) +B sinh(λt))2
. (29)
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Êîìáèíàöèÿ ðåøåíèéØâàðöøèëüäà, Ôðèäìàíà è äå Ñèòòåðà. Âûáîð F (α, β) =
Aα +Bβ ∓

√
2kM äà¼ò

V =
1

A cosh(λt) +B sinh(λt)

(
±
√

2kM

r
+

2

3
λr (A sinh(λt) +B cosh(λt))

)
. (30)

Ïðè ýòîì

Gtt −
4

3
λ2gtt =

4λ2
(

(B2 − A2)± 3
2λ

√
2kM
r3

(A sinh(λt) +B cosh(λt))
)

3(A cosh(λt) +B sinh(λt))2
. (31)
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