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Àííîòàöèÿ
Äîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÷¼ðíîé äûðû ñîáñòâåííûå âðåìåíà äâóõ ÷àñòèö ëåòÿùèõ ïî

èíåðöèè ïðîøåäøèå ñ ìîìåíòà èõ ïåðâîé âñòðå÷è äî ìîìåíòà âòîðîé âñòðå÷è (åñëè òàêîâàÿ ñëó÷èòñÿ)
â îáùåì ñëó÷àå áóäóò ðàçíûìè. Îáñóæäàþòñÿ ôèçè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ ýòîãî ôàêòà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîçàèìñòâîâàí èç ìîíîãðàôèè [1]. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ÷¼ðíîé äûðû â ñèñòåìå îòñ÷¼òà Ïýíëåâý:

ds2 = c2dt2 − (dr − V dt)2 − r2dϑ2 − r2 sin2(ϑ)dϕ2, (1)

V = −c

√
a

r
, (2)

ãäå a - Øâàðöøèëüäîâñêèé ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:
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Êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû:
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Ôóíêöèÿ ñâÿçè:
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:




dt

dτ
= −∂F

∂E
=

E

mc2
+

pr

mc

√
a

r
,

dE

dτ
=

∂F

∂t
= 0,

dr

dτ
=

∂F

∂pr
=

(
1− a

r

) pr

m
− E

mc

√
a

r
,

dpr

dτ
= −∂F

∂r
=

p2
ϑ + p2

ϕ

sin2(ϑ)

mr3
− 1

2

√
a

r

(
E

mc2
+

pr

mc

√
a

r

)
cpr

r
,

dϑ

dτ
=

∂F

∂pϑ
=

pϑ

mr2
,

dpϑ

dτ
= −∂F

∂ϑ
=

p2
ϕ

mr2

cos(ϑ)
sin3(ϑ)

,

dϕ

dτ
=

∂F

∂pϕ
=

pϕ

mr2

1
sin2(ϑ)

,

dpϕ

dτ
= −∂F

∂ϕ
= 0.

(6)

Âûðàçèâ êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû ÷åðåç ñêîðîñòè è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ôóíêöèþ ñâÿçè (5)
ïîëó÷èì:
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Îòêóäà,
c2dτ2 = c2dt2 − (dr − V dt)2 − r2dϑ2 − r2 sin2(ϑ)dϕ2 ≡ ds2. (8)

Ñëåäîâàòåëüíî ïàðàìåòð τ - ñîáñòâåííîå âðåìÿ äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû. Ðåøèì óðàâíåíèå ñâÿçè (5) îòíî-
ñèòåëüíî ýíåðãèè, îíî èìååò äâà ðåøåíèÿ:

H± = mc2

[
− pr

mc

√
a

r
±

√
1 +

1
m2c2

(
p2

r +
1
r2

(
p2

ϑ +
p2

ϕ

sin2(ϑ)

)) ]
. (9)

Ëåãêî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ñî ñêîáêàìè Ïóàññîíà:
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}
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (6) ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ èç (10) òîæå èíòåãðàë
äâèæåíèÿ:
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= const. (11)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6) îòíîñèòåëüíî ϑ è pϑ ïîëó÷àåì: ϑ = π/2 è pϑ = 0, ñëåäîâàòåëüíî pϕ = L.
Âûïèøåì îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ:
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Ðåøèì óðàâíåíèå ñâÿçè (5) îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà pr, îíî èìååò äâà ðåøåíèÿ:
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Ïîäñòàíîâêà (16) â (13) äà¼ò:
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Îòêóäà ñòàíîâèòñÿ ÿñåí ôèçè÷åñêèé ñìûñë äâóõ ðåøåíèé äëÿ pr±. Îäíî èç íèõ îïèñûâàåò äâèæåíèå
�ââåðõ�: dr/dτ > 0; äðóãîå �âíèç�: dr/dτ < 0. Óðàâíåíèå (17) îïðåäåëåíî âñþäó ãäå
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â òîì ÷èñëå è ïîä ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì r < a. Çàáàâíî, ÷òî óðàâíåíèå (17) îäèíàêîâî îïèñûâàÿ êàê
äâèæåíèå ââåðõ òàê è âíèç, ñàìî ïî ñåáå, íå çàïðåùàåò ÷àñòèöàì âûëåòàòü èç îáëàñòè r < a â îáëàñòü
r > a, ò. å. ïîêèäàòü ÷¼ðíóþ äûðó.

Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r = R èìååì dr/dτ = 0 è dpr/dτ =
0, ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü îðáèòàëüíûé ìîìåíò L è ýíåðãèþ ÷àñòèöû E êàê ôóíêöèè îò
R:
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Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè:

T̃R = 2π
mR2

LR
, (21)

ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè Ïýíëåâý:
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè R → 3
2a ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à òàíãåíöè-

àëüíàÿ ñêîðîñòü â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñîîòâåòñòâåííî, ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ñèñòåìå
îòñ÷¼òà Ïýíëåâý ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê 3
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×èñòî ðàäèàëüíîå äâèæåíèå. Ïîëîæèâ L = 0 ïîëó÷èì èç (17) óðàâíåíèå äëÿ ÷èñòî ðàäèàëüíîãî
äâèæåíèÿ:
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Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Äîïóñòèì ÷àñòèöó íàõîäÿùóþñÿ íà �âûñîòå� r = r1 ïîäáðîñèëè âåðòèêàëüíî
�ââåðõ�. Îíà äîëåòåëà äî íåêîòîðîé �âûñîòû� r = r2, à çàòåì óïàëà îáðàòíî. Ïîñêîëüêó â òî÷êå r = r2

îíà íà ìãíîâåíèå îñòàíîâèëàñü, ñëåäîâàòåëüíî dr/dτ îáðàòèëàñü â íîëü, îòñþäà íàõîäèì å¼ ýíåðãèþ:
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Êàê íà äâèæåíèå èç òî÷êè r1 â òî÷êó r2 òàê è íà îáðàòíîå äâèæåíèå ÷àñòèöà òðàòèò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
ñîáñòâåííîãî âðåìåíè:
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Äâå ÷àñòèöû. Ïóñòü òåïåðü åñòü äâå ÷àñòèöû. Îäíà ÷àñòèöà ñîâåðøàåò êðóãîâîå äâèæåíèå íà âûñîòå
r1, à âòîðóþ ÷àñòèöó ìû ïîäáðàñûâàåì ââåðõ ñ ýòîé æå âûñîòû â òîò ìîìåíò âðåìåíè êîãäà îíè íàõîäÿòñÿ
â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáîðîò çà ñîáñòâåííîå âðåìÿ T̃r1 îïðåäåëÿåìîå
ôîðìóëîé (21) ïåðâàÿ ÷àñòèöà âåðí¼òñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó. Ïîäáåð¼ì âûñîòó ïîäú¼ìà r2 âòîðîé ÷àñòèöû
òàê, ÷òîáû íà ïîäú¼ì è îáðàòíûé ñïóñê îíà ïîòðàòèëà ðîâíî òî æå ñàìîå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííîãî âðåìåíè
T̃r1 , ÷òî è ïåðâàÿ. Ñïðàøèâàåòñÿ, âñòðåòÿòñÿ ëè ýòè ÷àñòèöû â îäíîé è òîé æå òî÷êå èëè ðàçìèíóòñÿ?
Êîìáèíèðóÿ (24) ñ (12) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÷èñòî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè
Ïýíëåâý:
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Çíàêè ± â (26) êàê è â (24) îòâå÷àþò çà äâèæåíèå �ââåðõ� è �âíèç�. Óðàâíåíèå (26) â îòëè÷èå îò (24) íå
ðàçðåøàåò ÷àñòèöàì âûëåòàòü èç ïîä ãîðèçîíòà ÷¼ðíîé äûðû. Âðåìÿ â ïóòè ìåæäó òî÷êàìè r1 è r2:

t12 =
1
c

r2∫

r1

√
a
r +

√
1− a

r2
a
r− a

r2

1− a
r

dr (27)

t21 =
1
c

r1∫

r2

√
a
r −

√
1− a

r2
a
r− a

r2

1− a
r

dr (28)

3



Íàñ èíòåðåñóåò èõ ñóììà:
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Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ r1 è r2

{
τr1r2 + τr2r1 = T̃r1 ,

tr1r2 + tr2r1 = Tr1 ,
(30)

âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé íå èìååò. Åñëè äâå ÷àñòèöû âíîâü âñòðåòÿòñÿ èõ ñîáñòâåííûå âðåìåíà ïðîøåäøèå
ñ ìîìåíòà ïåðâîé âñòðå÷è îêàæóòñÿ ðàçíûìè.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòà. Â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèö âûâîäèòñÿ èç ïðèíöèïà
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Èñòèííîé òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ òà, äåéñòâèå íà êîòîðîé ìèíèìàëüíî.
Â òî æå ñàìîå âðåìÿ äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèðàâíèâàþò ê íóëþ îäíó ëèøü òîëüêî ïåðâóþ
âàðèàöèþ äåéñòâèÿ. Äëÿ ÷àñòèö äåéñòâèå ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ñîáñòâåííîìó âðåìåíè:

S = −mc2

τ2∫

τ1

dτ, (31)

è, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå äâàæäû ïåðåñåêàþùèåñÿ òðàåêòîðèè ïåðâàÿ âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ âäîëü êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, à äåéñòâèå, ò. å. ñîáñòâåííîå âðåìÿ íà íèõ, ðàçíîå. Åñòü áîëåå îäíîãî
ïóòè èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ, íà îäíîì èç íèõ äåéñòâèå ìåíüøå ÷åì íà âòîðîì, íî îíè îáà îäèíàêîâî
èñòèííûå. Êàê ê ýòîìó îòíîñèòüñÿ, êàê ê ïàðàäîêñó? Ñòîèò ëè â òàêèõ ñëó÷àÿõ çàíóëÿòü âòîðóþ, òðåòüþ
è ò. ä. âàðèàöèè äåéñòâèÿ? Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äåéñòâèå èãðàåò ðîëü
ôàçû è, êàçàëîñü áû, âäîëü äâóõ îäèíàêîâî èñòèííûõ äâàæäû ïåðåñåêàþùèõñÿ òðàåêòîðèé íàáåã ôàçû
äîëæåí áûòü îäèíàêîâûì, íî ýòî îêàçûâàåòñÿ íå òàê...
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