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Àííîòàöèÿ
Ðàññìîòðåí ïåðåõîä â ãëîáàëüíóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Êåððà.

Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî îïðåäåëåíèþ, â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ÈÑÎ) äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà. Áóäó÷è îáîáù¼ííûì [1] íà ñëó÷àé
èñêðèâë¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà îí ãëàñèò, ÷òî òåëî ïîêîÿùååñÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ñåòêè ÈÑÎ îñòà-
¼òñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Îäíàêî, ñàìà êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà, ò. å. ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ìåòðèêà, ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ïîýòîìó, ìàêñèìàëüíî îáùèé âèä ìåòðèêè â ÈÑÎ òàêîâ:

ds2 = dt2 − γij(x, t)dxidxj , (1)
çäåñü i, j = 1, 2, 3. Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå [2], ÈÑÎ ÷àñòî íàçûâàþò ñèíõðîííîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà. Êî-
îðäèíàòíîå âðåìÿ t ÈÑÎ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì âñåõ ëàáîðàòîðèé ïîêîÿùèõñÿ îòíîñèòåëüíî å¼
êîîðäèíàòíîé ñåòêè, îíî ñèíõðîíèçèðîâàíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åãî ìîæíî íàçûâàòü ãëîáàëüíûì âðåìåíåì
íå çàáûâàÿ, êîíå÷íî, ÷òî ëþáàÿ äâèæóùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ ëàáîðàòîðèÿ ïðè ýòîì îáëàäàåò ñâî-
èì (ëîêàëüíûì) ñîáñòâåííûì âðåìåíåì. Íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà (ÍÑÎ) äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ÈÑÎ [1], ò. å. â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíà ñêîðîñòü dxi/dt = V i äâèæåíèÿ êîîðäèíàòíîé
ñåòêè äàííîé ÍÑÎ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ñåòêè ÈÑÎ (ýòà ñêîðîñòü ÷èñòî êîîðäèíàòíàÿ ïîýòîìó
ìîæåò áûòü áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà), òàê çàäà¼òñÿ âåêòîðíîå ïîëå V i(x, t). Ìåòðèêà â ÍÑÎ èìååò âèä:

ds2 = dt2 − γij

(
dxi − V idt

) (
dxj − V jdt

)
. (2)

Àíàëîãè÷íîå òð¼õìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åòûð¼õìåðíîé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èññëåäîâàëîñü â
ðàáîòàõ ÀÄÌ [3]. Îáùàÿ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé ðàçðåøàåò ïðîèçâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò
ñìåøèâàþùèå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ. Íàïðèìåð, îíà ðàçðåøàåò çàìåíèòü âðåìÿ t íà
ôîðìàëüíóþ êîîðäèíàòó x0 = f(x, t). Ãåîìåòðè÷åñêè, ìåæäó âðåìåíåì t è ôîðìàëüíîé êîîðäèíàòîé x0

ðàçíèöû íåò, íî ôèçè÷åñêè îíà åñòü: ñî ñêîðîñòüþ õîäà âðåìåíè t èäóò õðîíîìåòðû âñåõ ëàáîðàòîðèé
íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ, à ñî ñêîðîñòüþ õîäà �âðåìåíè� x0 íå èä¼ò íè îäèí õðîíîìåòð â ìèðå.
Òàê, íàïðèìåð, ðàçíîñòü âðåì¼í tA è tB èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè
A è B ïðîèçîøåäøèìè â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, à ðàçíîñòü ôîðìàëüíûõ êîîðäèíàò x0

A è x0
B

ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì íå îáëàäàåò.

Àëãîðèòì ïåðåõîäà èç ÍÑÎ â ÈÑÎ. Áëàãîäàðÿ îáùåé êîâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé ìåòðèêà ÍÑÎ, â
îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä:

ds2 = gµν dxµdxν , (3)
çäåñü µ, ν = 0, 1, 2, 3. Ïåðåõîä îò (3) ê (1) îñóùåñòâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, â äâà ýòàïà.

Ïåðâûé ýòàï. Ïåðåõîä îò (3) ê (2). Ôîðìàëüíûì îòëè÷èåì ìåòðèêè (3) îò (2) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå gtt = 1 âûïîëíÿåìîå â (2), â òî âðåìÿ êàê â (3) êîìïîíåíòà g00 - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ïåðåõîäà îò (3) ê (2) äîñòàòî÷íî âûáðàòü â êà÷åñòâå íîâîé âðåìåíèïîäîáíîé êîîðäèíàòû ôóíêöèþ
t(x0, x1, x2, x3) òàêóþ, ÷òî gtt = 1. Ïî ïðàâèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èìååì:

gtt = gµν ∂t

∂xµ

∂t

∂xν
= 1. (4)

Ýòî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ÷àñòèö ñ åäèíè÷íîé ìàññîé [1], ñëåäîâàòåëüíî ôèçè÷åñêèé ñìûñë
ôóíêöèè t(x) - ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñâîáîäíî ïàäàþùèõ ÷àñòèö. Ãëîáàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), åñëè
îíî ñóùåñòâóåò, è åñòü ãëîáàëüíîå âðåìÿ â (2) è â (1). Åñëè ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè íå ñóùåñòâóåò, òî òàêîå ÷åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïî âèäèìîìó, íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ôèçè÷åñêè
ðåàëèçóåìûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì.
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Âòîðîé ýòàï. Ïåðåõîä îò (2) ê (1). ×òîáû çàíóëèòü ñêîðîñòè V i â (2) íóæíî ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷¼-
òà, êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà êîòîðîé äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ñåòêè (2) ñî ñêîðîñòüþ dxi/dt = V i.
Òî åñòü íàäî îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå îäíèõ òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò çàâèñÿùåå îò âðåìå-
íè xi → xi(x̄, t), ãäå x̄i - êîîðäèíàòû â ÈÑÎ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

dxi(x̄, t)
dt

= V i(x(x̄, t), t), (5)

xi(x̄, 0) = x̄.

Â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå, âìåñòî òîãî ÷òîáû ðåøàòü ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñíà÷àëà âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò (x1, x2, x3) → (X,Y, Z), â êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîå
ïîëå V i áóäåò èìåòü òîëüêî îäíó îòëè÷íóþ îò íóëÿ êîìïîíåíòó, íàïðèìåð V Z . Åñëè ôóíêöèè X(x1, x2, x3)
è Y (x1, x2, x3) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

V i ∂

∂xi
X(x1, x2, x3) = 0, (6)

V i ∂

∂xi
Y (x1, x2, x3) = 0,

òî êîìïîíåíòû V X è V Y , î÷åâèäíî, áóäóò ðàâíû íóëþ. Ëèíèè êîîðäèíàòû Z â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
ïàðàëëåëüíû ëèíèÿì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V , à ëèíèè êîîðäèíàò X è Y - îðòîãîíàëüíû. Â êîîðäèíàòàõ
(X,Y, Z) ñèñòåìà èç òð¼õ óðàâíåíèé óðàâíåíèé (5) ïðåâðàùàåòñÿ âñåãî â îäíî óðàâíåíèå:

dz(z̄, t)
dt

= V Z(z(z̄, t)), (7)
z(z̄, 0) = z̄.

ÈÑÎ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Êåððà. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Êåððà â ñèñòåìå îòñ÷¼òà Áîé-
åðà - Ëèíäêâèñòà èìååò âèä [4]:

g00 = 1− a

r

1
1 + b2

r2 cos2(ϑ)
, (8)

g03 = b
a

r

sin2(ϑ)
1 + b2

r2 cos2(ϑ)
,

g11 = −1 + b2

r2 cos2(ϑ)

1− a
r + b2

r2

,

g22 = −r2

(
1 +

b2

r2
cos2(ϑ)

)
,

g33 = −r2 sin2(ϑ)

(
1 +

b2

r2

(
1 +

a

r

sin2(ϑ)
1 + b2

r2 cos2(ϑ)

))
,

ãäå a - ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ Øâàðöøèëüäà, b - êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ Êåððà. Ïðè b = 0 ïîëó÷à-
åòñÿ ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà. Âûïîëíÿÿ ïåðâûé ýòàï, ïåðåõîäèì ê ãëîáàëüíîìó âðåìåíè gtt = 1 äåëàÿ
ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå [1]:

dt → dt−
√

a

r

√
1 + b2

r2

1− a
r + b2

r2

dr. (9)

Âòîðûì ýòàïîì, íóæíî èçáàâèòüñÿ îò ñêîðîñòåé V r è V ϕ. Îò ñêîðîñòè V ϕ ìîæíî èçáàâèòüñÿ ïðîñòûì
ñòàòè÷åñêèì (íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè) ïåðåîïðåäåëåíèåì íà÷àëà îòñ÷¼òà óãëà:

dϕ → dϕ− b

r2

√
a

r

1√
1 + b2

r2

1
1− a

r + b2

r2

dr. (10)
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Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé (9) è (10) íàä ìåòðèêîé (8) çàïèøåì â òåðìèíàõ òð¼õìåðíûõ ïîëÿ ñêîðî-
ñòåé V i(x, t) è òð¼õìåðíîé ìåòðèêè γij(x, t):

γrr =
1 + b2

r2 cos2(ϑ)

1 + b2

r2

, (11)

γϑϑ = r2

(
1 +

b2

r2
cos2(ϑ)

)
,

γϕϕ = r2 sin2(ϑ)

(
1 +

b2

r2

(
1 +

a

r

sin2(ϑ)
1 + b2

r2 cos2(ϑ)

))
,

γrϕ = b

√
a

r

sin2(ϑ)√
1 + b2

r2

,

V r = −
√

a

r

√
1 + b2

r2

1 + b2

r2 cos2(ϑ)
.

Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåìàÿ (11) ïðè b = 0 ïåðåõîäèò â ìåòðèêó Ïýíëåâý [5]:

ds2 = dt2 − (dr − V rdt)2 − r2dϑ2 − r2 sin2(ϑ)dϕ2. (12)

Äàëåå, âûïîëíÿÿ âòîðîé ýòàï ïðåîáðàçîâàíèÿ, óñòðàíÿåì ñêîðîñòü V r ïåðåõîäÿ îò êîîðäèíàòû r ê íîâîé
êîîðäèíàòå r̄ ïî ôîðìóëå r = R(r̄, ϑ, t), ãäå ôóíêöèÿ R(r̄, ϑ, t) òàêàÿ, ÷òî:

∂R(r̄, ϑ, t)
∂t

= V r, (13)
R(r̄, ϑ, 0) = r̄;

îíà íåÿâíî çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

−
R(r̄,ϑ,t)∫

r̄

1 + b2

r2 cos2(ϑ)
√

a
r

√
1 + b2

r2

dr = t. (14)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ R(r̄, ϑ, t) çàäàíà ñîîòíîøåíèåì (14) íåÿâíî, òî è ìåòðèêó ÈÑÎ, ê ñîæàëåíèþ, çàïèñàòü
â ÿâíîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, çàòî òåïåðü òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòà. Ñäâèíóâ íà÷àëî îòñ÷¼òà óãëà (10) ìû óñòðàíèëè âðàùåíèå V ϕ = 0, äî-
áèâøèñü ÷èñòî ðàäèàëüíîãî ïàäåíèÿ. Â ýòîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî ïîñêîëüêó â
ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ïåðåîïðåäåëåíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ìîæíî çàíóëèòü ëþáûå äâå êîìïî-
íåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ V i. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äàííîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì òî÷íî óòâåðæäàòü êàêîé æå
èç óãëîâ ϕ ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì: ñäâèíóòûé èëè èñõîäíûé. À âäðóã èñòèííûì óãëîì ϕ ÿâëÿåòñÿ èìåííî
ñäâèíóòûé? Âåäü îáà îíè îäèíàêîâî õîðîøè. Òî åñòü â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî íàçûâàòü óãëîì ϕ âðà-
ùåíèå V ϕ ïàäàþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ëèáî åñòü ëèáî íåò. Íå ïîíÿòíî, âðàùàåòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî
Êåððà íà ñàìîì äåëå.
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