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1 Çàäà÷à î âûñîòå íåáîñêð¼áà
Ïðåäâàðèòåëüíîå çàìå÷àíèå î ñèñòåìå êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè ìàññèâíîãî òåëà. Îïè-
ñûâàÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ìàññèâíîãî òåëà ÷àñòî èñïîëüçóþò êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó è ìåòðèêó îò-
êðûòóþ â 1915 ãîäó îäíèì èç òâîðöîâ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé àñòðîôèçèêè èçâåñòíûì àñòðîíîìîì
Êàðëîì Øâàðöøèëüäîì. Îäíàêî, ñèñòåìà êîîðäèíàò Øâàðöøèëüäà íå îõâàòûâàåò âñåãî ïðîñòðàíñòâà
ñîáûòèé è îáëàäàåò îñîáåííîñòüþ íà ãîðèçîíòå. Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà èçáàâëåííàÿ
îò ýòîãî íåäîñòàòêà. Îíà áûëà îòêðûòà â 1921 ãîäó ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì (è ïðåìüåð-ìèíèñòðîì)
Ïîëåì Ïýíëåâå [5]:

ds2 = c2dt2 −
(

dr +

√
2kM

r
dt

)2

− r2dθ2 − r2 sin2(θ) dϕ2. (1)

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî å¼.

Ðàäàðíîå ðàññòîÿíèå. Ðàäàð èñïóñêàåò ñâåòîâîé ñèãíàë è èçìåðÿåò âðåìÿ åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ
äî óäàë¼ííîãî çåðêàëà è îáðàòíî. Âðåìÿ äåëèòñÿ ïîïîëàì è óìíîæàåòñÿ íà c, ïîëó÷åíîå çíà÷åíèå
íàçûâàåòñÿ ðàäàðíûì ðàññòîÿíèåì îò ðàäàðà äî óäàë¼ííîãî çåðêàëà. Çà ýòàëîí ðàññòîÿíèÿ â îäèí
ìåòð â 1983 ãîäó ïðèíÿòî òàêîå ðàäàðíîå ðàññòîÿíèå, êîãäà íà ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà òóäà è îáðàòíî
òðàòèòñÿ 2/299′792′458 äîëè ñåêóíäû. Ïðåæíèé ýòàëîí ìåòðà (1960 ãîäà) áûë ðàâåí 1′650′763.73 äëèíû
âîëíû èçëó÷åíèÿ êðèïòîíà-86, ãåíåðèðóåìîãî ïðè ïåðåõîäå îáîëî÷å÷íûõ ýëåêòðîíîâ ñ óðîâíÿ 2p10 íà
óðîâåíü 5d5. Ýòàëîí ñåêóíäû ñ 1967 ãîäà îïðåäåëÿåòñÿ êàê 9′192′631′770 ïåðèîäîâ èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïåðåõîäó ìåæäó äâóìÿ óðîâíÿìè ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû èçîòîïà öåçèÿ ñ àòîìíûì âåñîì
133.

Îïðåäåëèòü ðàäàðíóþ âûñîòó íåáîñêð¼áà. Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è: ñíà÷àëà ðàäàð ñ õðîíîìåò-
ðîì óñòàíîâèì íà ïåðâîì ýòàæå, à çåðêàëî íà ïîñëåäíåì, ïîòîì íàîáîðîò.

Ïóñòü êîîðäèíàòû r = R1 è r = R2 ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó ýòàæàì íåáîñêð¼áà. Ñàìîå
âàæíîå â ýòîé çàäà÷å òî, ÷òî õðîíîìåòðû èäóò ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ â çàâèñèìîñòè îò òîãî íà êàêîì
ðàäèóñå r îíè íàõîäÿòñÿ:

dτ =

√
1− 2kM

c2r
dt. (2)

∗S.Yu.Gubanov@inbox.ru
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Óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷åé ñâåòà âûâîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ds2 = 0. Äëÿ ëó÷åé äâèæóùèõñÿ ââåðõ
dr
dt

+
> 0 è âíèç dr

dt

−
< 0 ïîëó÷àåì:

dr

dt

±
= ± c−

√
2kM

r
. (3)

Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì äëÿ ïîëóñóììû:

c
tR1→R2 + tR2→R1

2
= R2 −R1 +

2kM

c2
ln

R2 − 2kM
c2

R1 − 2kM
c2

. (4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäàðíàÿ âûñîòà íåáîñêð¼áà ñ òî÷êè çðåíèÿ æèòåëåé ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýòàæåé
áóäåò ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî:

h1(R1, R2) =
√

1− 2kM

R1

(
R2 −R1 +

2kM

c2
ln

R2 − 2kM
c2

R1 − 2kM
c2

)
, (5)

h2(R1, R2) =
√

1− 2kM

R2

(
R2 −R1 +

2kM

c2
ln

R2 − 2kM
c2

R1 − 2kM
c2

)
. (6)

Âûñîòû ðàçíûå.

Ïî÷åìó ðàäàðíûå âûñîòû ðàçíûå? Ïðè÷èíà íåñîâïàäåíèÿ ðàäàðíûõ âûñîò â òîì, ÷òî õðîíîìåòð
íà ïåðâîì ýòàæå èä¼ò ìåäëåíåå, ÷åì íà ïîñëåäíåì.

Òàê êàê æå íàäî èçìåðÿòü âûñîòó íåáîñêð¼áà åñëè çà ýòàëîí èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ïðèíÿò
ðàäàðíûé ìåòîä? Ñ ïîìîùüþ ðàäàðíîãî ìåòîäà ìîæíî èçìåðÿòü ëèøü áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàññòîÿ-
íèÿ. Êîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Òî åñòü, ÷òîáû èçìåðèòü
âûñîòó íåáîñêð¼áà íàäî èçìåðèòü ðàäàðíûì ñïîñîáîì (âåäü èìåííî îí ïðèíÿò çà ýòàëîí) âûñîòó êàæ-
äîãî ýòàæà ïî îòäåëüíîñòè, à ïîòîì âñ¼ ñëîæèòü. Ðàçëîæèì ïîëó÷åííûå ôóíêöèè â ðÿä:

h1(r, r + dr) =
dr√

1− 2kM
c2r

+ O(dr)2, (7)

h2(r, r + dr) =
dr√

1− 2kM
c2r

+ O(dr)3. (8)

Êàê è îæèäàëîñü, ôóíêöèè ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì ëèøü â ëèíåéíîì ïî dr ïðèáëèæåíèè. Èíòåãðèðóÿ,
ïîëó÷àåì îòâåò:

h =

R2∫

R1

dr√
1− 2kM

c2r

(9)

= R2

√
1− 2kM

c2R2
−R1

√
1− 2kM

c2R1
+

kM

c2
ln




(
1 +

√
1− 2kM

c2R2

)
c2R2
kM − 1

(
1 +

√
1− 2kM

c2R1

)
c2R1
kM − 1


 (10)

≈ (R2 −R1) +
1
2

ln
(

R2

R1

)(
2kM

c2

)
+

3
8

(
1

R1
− 1

R2

)(
2kM

c2

)2

+ . . . (11)

Î ôîðìàëüíîì. Åñëè áû ìàòåìàòèêè óâèäåëè ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ îíè áû ñíèñõîäèòåëüíî
óëûáíóëèñü. Ëþáîìó ìàòåìàòèêó èçâåñòíî, ÷òî ãîâîðèòü î ðàññòîÿíèÿõ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ëèøü
ïîñëå ââåäåíèÿ â í¼ì ìåòðèêè.

Îïðåäåëèòü ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåòðèêà çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Â
ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâåííûå ìåòðèêè â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà:
â ñèñòåìå îòñ÷¼òà íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî æèëüöîâ íåáîñêð¼áà, è â ñèñòåìå îòñ÷¼òà íåïîäâèæíîé
îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëåé ñâîáîäíî ïàäàþùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ.
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Ïîñòðîåíèå ðåïåðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà æèëüöîâ íåáîñêð¼áà. Ñíà÷àëà íàõîäèì ÷åòûð¼õ-âåêòîð
ñêîðîñòè æèëüöà íåáîñêð¼áà æèâóùåãî íà ðàäèóñå r:

dx

ds

µ

=





1√
1− 2kM

c2r

, 0, 0, 0



 . (12)

Â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé ýòîò âåêòîð óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå óâåëè÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ. Êîíòèíóóì íàáëþäàòåëåé çàäà¼ò êîíòèíóóì òàêèõ âåêòîðîâ � âåêòîðíîå ïîëå eµ

0 ,
îíî íàðÿäó åù¼ ñ òðåìÿ äðóãèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè eµ

1 , eµ
2 è eµ

3 , çàäàþùèìè îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàí-
ñòâå, âõîäèò â îðòîãîíàëüíûé ðåïåð èñêîìîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Âåêòîðíîå ïîëå eµ

0 � âðåìåíè-ïîäîáíî:
gµν eµ

0 eν
0 = +1. Âåêòîðíûå ïîëÿ eµ

1 , eµ
2 è eµ

3 � ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíû, èõ êâàäðàòû ðàâíû: −1. Ìåæäó
ñîáîé îíè îðòîãîíàëüíû: gµν eµ

a eν
b = ηab. Çíàÿ eµ

0 ìîæíî ïîëüçóÿñü ïðîöåäóðîé îðòîãîíàëèçàöèè âû-
áðàòü (êîíêðåòèçèðîâàòü) âåêòîðíûå ïîëÿ eµ

1 , eµ
2 è eµ

3 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ðåïåðà eµ
a

èñêîìîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïîëó÷àåì (ñðàçó æå ðàñêëàäûâàåì åãî ïî òåíçîðíîìó áàçèñó ea = eµ
a

∂
∂xµ ):

e0 =
1√

1− 2kM
c2r

1
c

∂

∂t
, e1 =

√
1− 2kM

c2r

∂

∂r
+

√
2kM
c2r√

1− 2kM
c2r

1
c

∂

∂t
, e2 =

1
r

∂

∂θ
, e3 =

1
r sin θ

∂

∂ϕ
. (13)

Äëÿ êî-ðåïåðà ea
µ èñêîìîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïîëó÷àåì (ñðàçó æå ðàñêëàäûâàåì åãî ïî òåíçîðíîìó áàçèñó

ea = ea
µdxµ):

e0 =

√
1− 2kM

c2r
cdt−

√
2kM
c2r√

1− 2kM
c2r

dr, e1 =
dr√

1− 2kM
c2r

, e2 = r dθ, e3 = r sin θ dϕ. (14)

Ïîñòðîåíèå ðåïåðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà ñâîáîäíî ïàäàþùèõ íàáëþäàòåëåé. Íàõîäèì ÷åòûð¼õ-
âåêòîð ñêîðîñòè ñâîáîäíî ïàäàþùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ íàáëþäàòåëåé:

dx

ds

µ

=

{
1,−

√
2kM

c2r
, 0, 0

}
. (15)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåïåðà ēµ
a èñêîìîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïîëó÷àåì:

ē0 =
1
c

∂

∂t
−

√
2kM

c2r

∂

∂r
, ē1 =

∂

∂r
, ē2 =

1
r

∂

∂θ
, ē3 =

1
r sin θ

∂

∂ϕ
. (16)

Äëÿ êî-ðåïåðà ēa
µ, ðåçóëüòàò òàêîâ:

ē0 = c dt, ē1 = dr +

√
2kM

r
dt, ē2 = r dθ, ē3 = r sin θ dϕ. (17)

Êàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ñâÿçàíû ðåïåðû íàéäåííûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà? Ïåðåõîä îò ðåïåðà
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà eµ

a ê ðåïåðó ñâîáîäíî ïàäàþùåé ēµ
a îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ëîðåíöà (ñî ñêîðîñòüþ V =
√

2kM
r ):

ēµ
0 =

1√
1− 2kM

c2r

(
eµ
0 −

√
2kM

c2r
eµ
1

)
, (18)

ēµ
1 =

1√
1− 2kM

c2r

(
−

√
2kM

c2r
eµ
0 + eµ

1

)
, (19)

ēµ
2 = eµ

2 , (20)
ēµ
3 = eµ

3 . (21)
Ýòî îáùåå ïðàâèëî. Ðåïåðû ðàçíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà òåì èëè èíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà La

b:
e′µa = eµ

b Lb
a, e′aµ = La

b eb
µ, ηab La

c Lb
d = ηcd. (22)
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Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ xµ → x′µ ìåíÿþò ñèñòåìó êîîðäèíàò (è äåéñòâóþò òîëüêî íà
òåíçîðíûå êîìïîíåíòû: µ, ν). Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ea → e′a ìåíÿþò ñèñòåìó îòñ÷¼òà (è äåéñòâóþò
òîëüêî íà ëîðåíöåâñêèå êîìïîíåíòû: a, b). Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà �
åñòü äâå àáñîëþòíî íå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì îïåðàöèè. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé
ðàâåí:

gµν = ηab ea
µ eb

ν ≡ e0
µ e0

ν − e1
µ e1

ν − e2
µ e2

ν − e3
µ e3

ν , (23)
îí íå èìååò ëîðåíöåâñêèõ èíäåêñîâ � íå çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà, îí èìååò òåíçîðíûå èíäåêñû �
çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèñòåìà êîîðäèíàò è ñèñòåìà îòñ÷¼òà � äâà ðàçíûõ ïîíÿòèÿ íèêàê íå
ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðåïåðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Êàæäûé íàáëþäàòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ìèðî-
âîé ëèíèåé. Ñèñòåìà îòñ÷¼òà çàäà¼òñÿ êîíòèíóóìîì íàáëþäàòåëåé, ìèðîâûå ëèíèè êîòîðûõ îáðàçóþò
êîíãðóýíöèþ (êîíãðóýíöèþ òðåáóþò ïîòîìó, ÷òî ñ õàîòè÷åñêè ëåòàþùèìè íàáëþäàòåëÿìè ñèñòåìó
îòñ÷¼òà ñâÿçûâàòü íå óäîáíî, äà è åäâà ëè èìååò ñìûñë � ñëèøêîì ìàëà áóäåò îáëàñòü å¼ ïðèìåíè-
ìîñòè). ×åòûð¼õ-âåêòîð ñêîðîñòè íàáëþäàòåëÿ dx

ds

µ � åñòü âåêòîð êàñàòåëüíûé ê åãî ìèðîâîé ëèíèè,
îí óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå óâåëè÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ. Îáúåäèíåíèå âåêòîðîâ dx

ds

µ

âñåõ íàáëþäàòåëåé âûáðàííîé êîíãðóýíöèè äà¼ò âåêòîðíîå ïîëå eµ
0 . Òðîéêà âåêòîðíûõ ïîëåé eµ

1 , eµ
2 ,

eµ
3 äîñòðàèâàåòñÿ ïî çàäàííîìó âåêòîðó eµ

0 ïî àëãîðèòìó îðòîãîíàëèçàöèè. Îíè â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà ñîáûòèé çàäàþò òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿ âûáðàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ñíîâà î ïðåîáðàçîâàíèÿõ. ß ðàñêèäàë ïî ïîëó íåñêîëüêî ïðåäìåòîâ, à åù¼ íàðèñîâàë íà ïîëó
äîâîëüíî êðèâîëèíåéíóþ êîîðäèíàòíóþ ñåòêó (êàêóþ ñìîã � òàêóþ è íàðèñîâàë). ß ñòîþ ïîñåðåäèíå
êîìíàòû è ïîâîðà÷èâàþñü. ß ïîâîðà÷èâàþñü, à ïðåäìåòû îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Îñòà¼òñÿ íà ìåñòå è
íàðèñîâàííàÿ íà ïîëó êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà. ×òî èçìåíÿåòñÿ? Èçìåíÿåòñÿ ìîé ðåïåð: e′µa = eµ

b Lb
a.

Òåïåðü Âû íàðèñîâàëè íà ïîëó äðóãóþ (òîæå äîâîëüíî êðèâîëèíåéíóþ) êîîðäèíàòíóþ ñåòêó. Èç-çà
òîãî ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà ñòàëà äðóãîé x′µ = fµ(x) ïðåäìåòû ñâîèõ ìåñò íå èçìåíèëè, ïðîñòî
òåïåðü ìû èì ñòàëè ïðèïèñûâàòü äðóãèå êîîðäèíàòû. Íå èçìåíèëàñü è ìîÿ îðèåíòàöèÿ � ìîé ðåïåð
ïðåæíèé. Îïåðàöèÿ çàìåíû êîîðäèíàò: x′µ = fµ(x), è îïåðàöèÿ ïåðåõîäà â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà:
e′µa = eµ

b Lb
a, äðóã ñ äðóãîì íèêàê íå ñâÿçàíû.

Êàê â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîÿâëÿåòñÿ
òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî? Ñèñòåìà îòñ÷¼òà îïðåäåëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðåïåðîì eµ

a (åñëè îí
âäðóã íå îðòîãîíàëüíûé, òî åãî âñåãäà ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü). Êàê òîëüêî îðòîãîíàëüíûé ðåïåð
çàäàí, ìû ìîæåì âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé è íà÷àòü ïåðåìåùàòüñÿ èç íå¼
â ñîñåäíèå òî÷êè âäîëü íàïðàâëåíèé çàäàâàåìûõ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èç òðîéêè âåê-
òîðîâ: eµ

1 , eµ
2 , eµ

3 . Âñå òî÷êè äîñòèæèìûå óêàçàííûì ñïîñîáîì îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé òð¼õ-
ìåðíûé ñëîé � ýòî è åñòü òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîïàñòü â äðóãîé ñëîé, íåîáõîäèìî
ïåðåìåñòèòüñÿ âäîëü âåêòîðà eµ

0 .
Òóò ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ, à ñêîëüêî ñëî¼â? Âäðóã âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé äîñòèæèìû

óêàçàííûì ñïîñîáîì, òî åñòü ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñëîþ? Â åâêëèäîâîì ñëó÷àå òàêîå áûòü
ìîæåò (ìíå èçâåñòåí ïðîñòîé ïðèìåð). Â ïñåâäî-åâêëèäîâîì, òî ÷òî ñëî¼â ìíîãî, ïî âèäèìîìó, ãàðàí-
òèðóåòñÿ òåì, ÷òî íèêàêèì âåùåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà âðåìåíè-ïîäîáíûé âåêòîð (eµ

0 )
íå ìîæåò áûòü ïðåâðàù¼í â ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé (eµ

1 , eµ
2 èëè eµ

3 ), è íàîáîðîò òîæå íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, âðåìåíè-ïîäîáíûå è ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå íàïðàâëåíèÿ íèêîãäà íå ïåðåìåøèâà-
þòñÿ.

Êàêîâà ìåòðèêà ó ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ? Êîîðäèíàòû äâóõ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà ñîáûòèé îòëè÷àþòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå dxµ. Åñëè ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàò
îäíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó ñëîþ, òî ýòî ïðèðàùåíèå íå äîëæíî áûòü ïàðàëëåëüíî âåêòîðó eµ

0 . Ìàòå-
ìàòè÷åñêè ýòî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ: e0

µ dxµ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè-
êà ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
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ñâÿçåé: {
e0
µ dxµ = 0,

d`2 =
(
e1
µ dxµ

)2 +
(
e2
µ dxµ

)2 +
(
e3
µ dxµ

)2
.

(24)

Â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå êîãäà e0
µ dxµ = c dt (èëè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê F dt ñ íåêèì F � èíòåãðèðó-

þùèì ìíîæèòåëåì) óðàâíåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ çàäà¼òñÿ â âèäå t = const, ïîýòîìó ìîæåò â
ïðÿìîì ñìûñëå íàçûâàòüñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîãî âðåìåíè. Â îáùåì æå ñëó÷àå, äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ñâÿçü e0

µ dxµ = 0 íå èíòåãðèðóåìà è ãèïåðïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî âðåìåíè â ïðÿìîì ñìûñëå
íå ñóùåñòâóåò, åñòü ïðîñòî ïðîñòðàíñòâåííûé ñëîé (èëè, åñëè óãîäíî, íåãîëîíîìíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
îäíîâðåìåííîñòè).

Îòâåò. Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâÿçàííîé ñ
æèëüöàìè íåáîñêð¼áà:





c dt−
q

2kM
c2r

1− 2kM
c2r

dr = 0,

d`2 = dr2

1− 2kM
c2r

+ r2dθ2 + r2 sin2(θ) dϕ2,
(25)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü c dt −
q

2kM
c2r

1− 2kM
c2r

dr = 0 èíòåãðèðóåìà, îíà ýêâèâàëåíòíà dt′ = 0, ãäå t′ � âðå-

ìåíèïîäîáíàÿ êîîðäèíàòà Øâàðöøèëüäà. Ó íå¼ åñòü îñîáåííîñòü íà ãîðèçîíòå: r = 2kM
c2

, ïîýòîìó ÿ è
îòêàçàëñÿ îò êîîðäèíàòíîé ñèñòåìûØâàðöøèëüäà â ïîëüçó êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû Ïýíëåâå êàê òîëüêî
óçíàë î å¼ ñóùåñòâîâàíèè.

Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñâîáîäíî ïàäàþùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè ñ íóëåâîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ íàáëþäàòåëåé:

{
dt = 0,

d`2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ) dϕ2.
(26)

Âûñîòó íåáîñêð¼áà ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî æèëüöîâ ìû óæå âû÷èñëèëè ðàíüøå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîáîäíî
ïàäàþùèõ íàáëþäàòåëåé âûñîòà ýòîãî íåáîñêð¼áà ïðîñòî ðàâíà ðàçíîñòè: R2−R1, èõ ïðîñòðàíñòâåííûé
ñëîé ïëîñêèé.

Íåáîëüøîå çàìå÷àíèå î ñèíõðîíèçèðóåìîñòè ÷àñîâ. Â ðàññìîòðåííîé ãëîáàëüíîé ñâîáîäíî
ïàäàþùåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïóòè âûïîëíÿåòñÿ

∮
ē0
µdxµ = c

∮
dt = 0, (27)

òî åñòü â íåé ìîæíî ãëîáàëüíî ñèíõðîíèçèðîâàòü âñå ÷àñû.

2 Çàäà÷à î äëèíå ïîåçäà è ðåëüñîâ
Ðåøàÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ìû íàó÷èëèñü â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñòðîèòü ìåòðèêó ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî ñëîÿ. Òåïåðü íàäî íàó÷èòüñÿ ïîíèìàòü â êàêîé îáëàñòè å¼ ìîæíî èíòåãðèðîâàòü, ÷òîáû
ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äëèíó ëèíèè (ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, îáú¼ì îáëàñòè).

Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ðåëüñû óëîæåíû ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R è ïî íèì åäåò ïîåçä ñî ñêî-
ðîñòüþ V . Äëèíà äâèæóùåãîñÿ ïîåçäà ðàâíà äëèíå íåïîäâèæíûõ ðåëüñîâ, òàê ÷òî ïîñëåäíèé âàãîí
ñîñòàâà ñöåïëåí ñ ïàðîâîçîì � ñîñòàâ çàìêíóò. Åñëè ñîñòàâ îñòàíîâèòü, êàêîâà áóäåò åãî äëèíà? Ñó-
ùåñòâóåò åù¼ âòîðàÿ çàäà÷à, çåðêàëüíàÿ ïåðâîé. Ãäå-òî â êîñìîñå êðóòèòñÿ �×¼ðòîâî êîëåñî�, ê íåìó
ïðèäåëàíû ðåëüñû. Íà ðåëüñàõ íåïîäâèæíî ñòîèò æåëåçíîäîðîæíûé ñîñòàâ. Äëèíà âðàùàþùèõñÿ ðåëü-
ñîâ ðàâíà äëèíå íåïîäâèæíîãî ñîñòàâà, òàê ÷òî ïîñëåäíèé âàãîí ñîñòàâà ñöåïëåí ñ ïàðîâîçîì � ñîñòàâ
çàìêíóò. Åñëè �×¼ðòîâî êîëåñî� îñòàíîâèòü, êàêîâà áóäåò äëèíà ðåëüñîâ?
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Ñíà÷àëà ââåä¼ì ïîíÿòèå ðàçìåðà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Ðàçìåð ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â âû-
áðàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó êðàéíèìè òî÷êàìè îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, êî-
òîðóþ îí çàíèìàåò â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà, òàê êàê òðåáóåòñÿ �îäèí è òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè�, íî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñèò îò òîãî äâèæåòñÿ ëè ñåé÷àñ ìèìî íèõ
ñàì ôèçè÷åñêèé îáúåêò èëè íå äâèæåòñÿ, èëè äàæå åñëè îí óæå îòñóòñòâóåò. Ñâîéñòâîì �ðàññòîÿíèÿ�
îáëàäàåò ñàìî ïðîñòðàíñòâî, à ôèçè÷åñêèé îáúåêò ïîëó÷àåò ñâîéñòâî èìåòü �ðàçìåð� òîëüêî ïîòîìó,
÷òî îí â ïðîñòðàíñòâî ïîãðóæ¼í.

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å, ìàòåìàòè÷åñêè, ìû èìååì äåëî ñ ïñåâäîöèëèíäðîì:

ds2 = c2dt̄2 − dx̄2, (28)

çäåñü êîîðäèíàòà x̄ íàïðàâëåíà âäîëü ïåðèìåòðà îêðóæíîñòè è èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2πR. Êî-ðåïåð
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñò:

ē0 = c dt̄, ē1 = dx̄. (29)

Êî-ðåïåð äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

e0 =
c dt̄− V

c dx̄√
1− V 2

c2

, e1 =
−V dt̄ + dx̄√

1− V 2

c2

. (30)

Äàäèì îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ñèñòåìîé îòñ÷¼òà. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîãëàñîâàíà ñ ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, åñëè óäàëîñü âûáðàòü ñèñòåìó
êîîðäèíàò òàê, ÷òî âåêòîðû êàñàòåëüíûå ê å¼ êîîðäèíàòíûì îñÿì ïàðàëëåëüíû âåêòîðàì ðåïåðà
ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû êî-ðåïåðà ïðîïîðöèîíàëüíû äèôôåðåíöèàëàì
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò.

Â äàííîì ñëó÷àå íàì êðóïíî ïîâåçëî, îáå äèôôåðíåöèàëüíûå ôîðìû e0 è e1 ïðåäñòàâèìû â âèäå
ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ, ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò {ct, x} ñîãëàñîâàííóþ
ñ ðåïåðîì äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äèôôåðåíöèàëû íîâûõ êîîðäèíàò òàêèå:

e0 = c dt =
c dt̄− V

c dx̄√
1− V 2

c2

, e1 = dx =
dx̄− V dt̄√

1− V 2

c2

. (31)

Îäíîìåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà òðèâèàëåí:
{

dt = 0,
d`2 = dx2.

(32)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû îêðóæíîñòè íóæíî ïîíÿòü â êàêèõ ïðåäåëàõ áðàòü èíòåãðàë ïî dx. Íàäî
ïåðåéòè îò ñâÿçè ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè êîîðäèíàò ê ñâÿçè ìåæäó ñàìèìè êîîðäèíàòàìè. Òóò íå
âñ¼ òàê ïðîñòî êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Äåëî â òîì, êîîðäèíàòû {ct̄, x̄} è êîîðäèíàòû
{ct̄, x̄ + 2πnR} ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé äëÿ ëþáîãî öåëîãî n. Íà
äèôôåðåíöèàëàõ êîîðäèíàò ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü íå ñêàçûâàåòñÿ. Ïåðåõîä îò êîîðäèíàò {ct̄, x̄+2πnR}
ê êîîðäèíàòàì {ct(n), x(n)} òàêîâ:

c t(n) =
c t̄− V

c (x̄ + 2πnR)√
1− V 2

c2

, x(n) =
(x̄ + 2πnR)− V t̄√

1− V 2

c2

. (33)

Êîîðäèíàòíûå ëèíèè íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãîêðàòíî ïåðåñåêàþùèåñÿ äðóã
ñ äðóãîì ïñåâäîâèíòîâûå ëèíèè. Øàã ÷åðåç êîòîðûé îíè ïåðåñåêàþòñÿ:

c ∆t = c |t(n+1) − t(n)| =
V

c

2πR√
1− V 2

c2

, ∆x = |x(n+1) − x(n)| =
2πR√
1− V 2

c2

. (34)
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Ñëåäîâàòåëüíî äëèíà îêðóæíîñòè âî âðàùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω = V/R ñèñòåìå
îòñ÷¼òà ðàâíà:

` =

∆x∫

0

dx =
2πR√

1− Ω2R2

c2

. (35)

Èìåííî òàêîé è áóäåò äëèíà æåëåçíîäîðîæíîãî ñîñòàâà (â ïåðâîé çàäà÷å) è äëèíà ðåëüñîâ (âî âòîðîé
çàäà÷å) ïîñëå îñòàíîâà. Òàê ÷òî, äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ êàòàñòðîôû, ëó÷øå èõ íå îñòàíàâëèâàòü.

3 Çàäà÷à î ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è îáú¼ìå âðàùàþùåéñÿ ñôåðû
Çàäà÷à ïîõîæà íà ïðåäûäóùóþ, òîëüêî óâåëè÷åíà ðàçìåðíîñòü. Ñôåðà ðàäèóñà R âðàùàåòñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ dϕ

dt = Ω. Íàéòè å¼ îáú¼ì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà.

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà êîîðäèíàò è ìåòðèêà:

ds2 = c2dt2 − dr2 − r2dθ2 − r2 sin2(θ) dϕ2. (36)

×åòûð¼õ-âåêòîð ñêîðîñòè êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà âðàùàþùåéñÿ ñôåðû:

dx

ds

µ

=
1√

1− Ω2r2 sin2(θ)
c2

{
1, 0, 0,

Ω
c

}
. (37)

Êî-ðåïåð íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

ē0 = c dt, ē1 = dr, ē2 = r dθ, ē3 = r sin(θ) dϕ. (38)

Êî-ðåïåð âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ ē0 è ē3:

e0 =
ē0 − V

c ē3

√
1− V 2

c2

, e1 = ē1, e2 = ē2, e3 =
−V

c ē0 + ē3

√
1− V 2

c2

, V = Ω r sin(θ). (39)

Çàïèøåì êî-ðåïåð âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà â ÿâíîì âèäå:

e0 =
c dt− Ω r2 sin2(θ)

c dϕ√
1− Ω2r2 sin2(θ)

c2

, e1 = dr, e2 = r dθ, e3 =
r sin(θ)√

1− Ω2r2 sin2(θ)
c2

(dϕ− Ω dt) . (40)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà e3 ïðîïîðöèîíàëüíà ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó dψ = dϕ − Ω dt. Êàê è â
ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïðåîáðàçîâàíèå ñàìèõ êîîðäèíàò íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê êîîðäèíàòû ϕ è ϕ + 2πn
ôèçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðè ëþáîì öåëîì n.

ψ(n) = (ϕ + 2π n)− Ω t, ∆ψ = |ψ(n+1) − ψ(n)| = 2π. (41)

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü èçìåíåíèÿ íîâîé êîîðäèíàòû ψ: îò 0 äî 2π. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ:




c dt− Ω
c

r2 sin2(θ)dψ

1−Ω2r2 sin2(θ)

c2

= 0,

d`2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dψ2

1−Ω2r2 sin2(θ)

c2

.
(42)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà e0 íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëíîãî äèôôåðíöèàëà íè ñ êà-
êèì èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâåííûé ñëîé âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
îòñ÷¼òà íå ÿâëÿåòñÿ â ïðÿìîì ñìûñëå ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîãî âðåìåíè � íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
âðåìåíè, ÷òîáû åãî äèôôåðåíöèàë áûë ïðîïîðöèîíàëåí e0. Êàê áû òî íè áûëî, íà òð¼õìåðíîé ìåòðèêå
d`2 ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ.
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Îòâåò. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω ñôåðû ðàäèóñà R â
ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

S = 2π R2

π∫

0

sin(θ) dθ√
1− Ω2R2 sin2(θ)

c2

(43)

=
2π c R

Ω
ln

1 + Ω R
c

1− Ω R
c

(44)

≈ 4π R2

(
1 +

1
3

(
ΩR

c

)2

+
1
5

(
ΩR

c

)4

+
1
7

(
ΩR

c

)6

+ . . .

)
, (45)

å¼ îáú¼ì:

V =
2π c

Ω

R∫

0

ln
1 + Ω r

c

1− Ω r
c

r dr (46)

=
πc3

Ω3

(
ln

1− ΩR
c

1 + ΩR
c

+
ΩR

c

(
2 +

ΩR

c
ln

1 + ΩR
c

1− ΩR
c

))
(47)

≈ 4
3
π R3

(
1 +

1
5

(
ΩR

c

)2

+
3
35

(
ΩR

c

)4

+
1
21

(
ΩR

c

)6

+ . . .

)
. (48)
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