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1 Ìàññîâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü

Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êâàíòîâ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî
ìàññèâíîãî ïîëÿ æèâóò íà òð¼õìåðíîé ìàññîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âû-
äåëåííîé â ÷åòûð¼õìåðíîì èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòðèêà ÷åòûð¼õ-
ìåðíîãî èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïñåâäîåâêëèäîâà:

dµ2 = dp20 − dp2x − dp2y − dp2z. (1)

Ìàññîâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

p0 = ±
√
m2 + p2x + p2y + p2z. (2)

×àñòî ìîæíî ñëûøàòü áóäòî ìàññîâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü � òð¼õìåðíûé
ãèïåðáîëîèä. Ýòî íå ñîâñåì òàê. Ìàññîâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü áûëà áû
òð¼õìåðíûì ãèïåðáîëîèäîì åñëè áû âûäåëÿëàñü â ÷åòûð¼õìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî ïñåâäîåâêëè-
äîâî, ïîýòîìó ìàññîâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü � òð¼õìåðíàÿ ïñåâäîñôåðà ðà-
äèóñà m (îäíîðîäíîå èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëü-
íîé êðèâèçíû R = −6/m2).
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2 Ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ìàññîâîé ãèïåðïî-

âåðõíîñòè

Âûäåëþ òðè ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ìàññîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

1. Òðàäèöèîííàÿ äëÿ ÊÒÏ ñèñòåìà êîîðäèíàò px, py, pz:

hij(p) dp
idpj = dp2x + dp2y + dp2z −

(pxdpx + pydpy + pzdpz)
2

m2 + p2x + p2y + p2z
(3)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íå äèàãîíàëåí. Ìåðà èí-
òåãðèðîâàíèÿ:√

h(p) d3p =
m√

m2 + p2x + p2y + p2z
dpx dpy dpz. (4)

2. Ñèñòåìà êîîðäèíàò p, θ, ϕ ñ ÿâíî âûäåëåííîé ñèììåòðèåé 2-ñôåðû:

px = p sin(θ) cos(ϕ), py = p sin(θ) sin(ϕ), pz = p cos(θ), (5)

hij(p) dp
idpj =

m2

m2 + p2
dp2 + p2dθ2 + p2 sin(θ)2dϕ2, (6)

√
h(p) d3p =

mp2 sin(θ)√
m2 + p2

dp dθ dϕ. (7)

3. Ñèñòåìà óãëîâûõ êîîðäèíàò χ, θ, ϕ ñ ÿâíî âûäåëåííîé ñèììåòðèåé
3-ïñåâäîñôåðû:

p = m sinh(χ), (8)

hij(p) dp
idpj = m2

(
dχ2 + sinh(χ)2

(
dθ2 + sin(θ)2dϕ2

))
, (9)√

h(p) d3p = m3 sinh(χ)2 sin(θ) dχ dθ dϕ. (10)
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3 Èíâàðèàíòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ìàññîâîé

ãèïåðïîâåðõíîñòè

Åñëè íà ìàññîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè çàäàíà ôóíêöèÿ f(p), òî èíòåãðàë
îò íå¼ ïî ìàññîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè åñòü∫

f(p)
√
h(p) d3p. (11)

Òàêîé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

4 Íåêîâàðèàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Îïåðàòîð ðîæäåíèÿ a†(p) è îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ a(p) êâàíòîâ ïîëÿ
åñòü íåêèå îïåðàòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè çàäàííûå íà ðàññìàòðèâàåìîé
ìàññîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè (íà òð¼õìåðíîé ïñåâäîñôåðå). ×àñòî â êíè-
ãàõ ïî ÊÒÏ ìîæíî âèäåòü ñëåäóþùåå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå:[

a(p), a†(p′)
]
= δ3(p− p′). (12)

Ñ òàêîé ôîðìóëîé ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà. Âûøå, â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà, ÿ ïîêàçàë òðè ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïñåâäîñôåðå. Äóìàåòå â êà-
êîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèñàí ýòîò êîììóòàòîð? Áåäà ýòîé ôîðìóëû â
òîì, ÷òî òð¼õìåðíàÿ äåëüòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåðíûì ñêàëÿðîì,
ïîñêîëüêó ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò âåä¼ò ñåáÿ êàê òåíçîðíàÿ ïëîòíîñòü√
h(p). Ïî îïðåäåëåíèþ òð¼õìåðíîé äåëüòà ôóíêöèè èìååì:∫

δ3(p) d3p = 1. (13)

Íî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìàññîâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
åñòü

√
h(p) d3p, ïîýòîìó ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ δ3(p) äåë¼ííàÿ íà√

h(p): ∫ (
δ3(p)√
h(p)

)√
h(p) d3p = 1. (14)
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5 Êîâàðèàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Êîâàðèàíòíîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó a(p) è a†(p) òàêîå:[
a(p), a†(p′)

]
=
δ3(p− p′)√

h(p)
. (15)

Ïðè ýòîì, íåçàâèñèìî îò èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:∫ [

a(p), a†(p′)
]√

h(p) d3p = 1,

∫ [
a(p), a†(p′)

]√
h(p′) d3p

′ = 1. (16)

Ñîáñòâåííî, ìîæíî áûëî áû ïîñòóëèðîâàòü ýòè ðàâåíñòâà, à çàòåì èç íèõ
ïîëó÷èòü êîâàðèàíòíóþ ôîðìóëó äëÿ êîììóòàòîðà.

À êàê æå ïîñòóïàþò àâòîðû êíèã ïî ÊÒÏ èñïîëüçóþùèå íåêîâàðè-
àíòûé êîììóòàòîð? À îíè íåêîâàðèàíòíîñòü ïðèâíîñÿò âî âñ¼ îñòàëü-
íîå, òàê ÷òîáû ëèøü âñ¼ âìåñòå áûëî êîâàðèàíòíî. Ôîðìàëüíî â ýòîì
îøèáêè íåò. Íàì æå âàæíî ÷òîáû êîíå÷íûé îòâåò íå çàâèñåë îò ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, à ïðîìåæóòî÷íûå øàãè íå òàê
óæ è èíòåðåñíû. Òåì íå ìåíåå, äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ áûëî áû
ïîëåçíî ïðîìåæóòî÷íûå øàãè òîæå ïðåäñòàâëÿòü â êîâàðèàíòíîì âèäå.
Òåì áîëåå, ÷òî ýòî íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Êîâàðèàíòíîå ìíîãî÷àñòè÷íîå
ñîñòîÿíèå:

|p1, . . . , pn〉 = a†(p1) . . . a
†(pn) |0〉, (17)

〈p1, . . . , pn| = 〈0| a(p1) . . . a(pn). (18)

Èíâàðèàíòíàÿ íîðìèðîâêà:∫
〈p|p′〉

√
h(p) d3p = 1,

∫
〈p|p′〉

√
h(p′) d3p

′ = 1. (19)

Ïîýòîìó:

〈p|p′〉 = δ3(p− p′)√
h(p)

. (20)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ: [
a(p), a†(p′)

]
= 〈p|p′〉. (21)

Ãàìèëüòîíèàí:

H =

∫
ε(p) a†(p) a(p)

√
h(p) d3p, (22)

H|p1, . . . , pn〉 = (ε(p1) + . . .+ ε(pn)) |p1, . . . , pn〉. (23)
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